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II. Joannis Keill M. D. dr in Academia Oxonienfi Aftrono- 
mi a Profefforis Saviliani, Ohfervationes in ea qua edidit Celeber- 
rimus Geometra Johannes Bernoulli in CommentariesPhyfico Ma¬ 
thematics Parifienfibus Anno 1710. de inverfo ?r obit mate 
Fir'tum Centripetarum. Et ejufdem Problematjs folutio nova. 

1 Obiliffimum eft problema Dat& lege Vis centripetas in- 
[ venire Curvam quam defcribit Mobile, de loco da to, 
lecundum datam redam,& cum data velocitate egrediens Con- 
cedis figurarum curvilinearum'quadraturis, ejus folutionem 
perfedam olim dedit Dominus Merctonus in Principiis Philofophia 
Mathematicis. Hoc ipfum Problema denuo aggreflus eft vir 
clariflimus & Geometra celeberrimus Dominus Johannes Bern¬ 
oulli in Academia Bafiliehft Mathefeos Profeflor *, qui non pau- 
ca eaque egregia ingenii fui fpecimina jam pridem edidit , 
quibus Geometriam reconditiorem non parum ditavit. Unde 
a tanti viri acumine novam pulchramque Problematis folvendi 
method urn expedrabam v Geftiebam itaque folutionem Ber- 
noullianam perlegere, & cum Newtoniana comparare; quibus 
tandemdiligentiusperledis& examinatis, hasc quas fequuntur 
annotavi. 

Dominus Bernoulli eandem priemittit propofitionem quam 
Newtonus problemati demonftrando prius adhibuit: eft- 
que ea in Principiis XL, non minus pulchra quam demonftratu 
facilis. Scil. 

Si corpus cogente vi quacunque centripeta moveatur ut- 
cunque, & corpus aliud reda alcendat vel defcendat, fintque 
eorum velocicates, in aliquo xqualium altitudinum cafu,xqua- 
les; velocitates eorum in omnibus aequalibus altitudinibus 
erunt aequales. 


* Vide Commentarios Phyfico-mathematicos Parifienfes Anno 
1710. 
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Hujus propofitionis Demonftrationem Newtonianam ait 
Bernoullius efle nimis implicatam, & (uam r quam fimplici- 
orem vocat, ejusloco fubfiituir. At pace tanti viriliceac mi? 
hi dicere, fi quid difcrioiinis fit inter demonftrationem Ber- 
noullianam & Newtonianam, id in eo fitum eft, qpod hxc 
multo facilior efie videturminufque perplexa qyamilla. Fig? I. 
Nam fi centro C defcribantur circuli D I, E K, quorum inter¬ 
vallum D E eft quam minimum, fintque corporum in D & / 
velocitates arquates, ,( k ab AT ad IK demictatur perpendiculum 
NT, fufe oftendit Newtonus vim acceieratricem fecundum DE, 
efle ad vim acceieratricemXecundum IK ut IN ad IT. Nimi- 
rum fi vis fecundum D E vel I N exponaturper recftas D E 
vel I N, vis ilia fecundum 7 N refblvitur induas TI, TN, qua** 
r.um ilia folum qux eft ut T 7 motum fecundum diredionem 
I K accelerat: accelerationes autem feu velocitatum incremen¬ 
ts funt ut vires & tempora qyibus generantur conjun&im. 
At tempora ob xqyales velocitates in. D 8c I, funt ut viaede- 
feriptx D E, IK; quare accelerationes in decurfu corporum 
per lincas Z> £ Sc IK, funt ut DE id IT & D E ad 1K com 
jumftim ; i.e. ut D E quad, quod eft IN quad, ad retftang. 
ITx IK. adeoque ob IN quad. = IT* IK, incremcnta ver 
Jociratum funt aqualia: xquales igitur funt velocitates in £ & 
K, 8c eodem argumento femper reperientur xquales in aequali- 
bus diftantiis. Hxc eft fummademonftrationis Newtoni quae 
tarn dilucide ab eo exponitur, ut inter propofitiones elemental 
res paucas faciliores invenies. At non fic procedit Dominus 
Bernoullius, fed illi fufficit dicere, Mechanicam oftendere vim 
fecundum D E efle ad vim fecundum IK, ut.IKad D E. Me¬ 
chanicam etlam oftendere incrementa velocitatum efle in rati- 
one virium & temporum conjundim $ & initio motus pofitis 
velocitatibus xqualibus tempora funt ut vix defcripex D E, IK; 
&4iinc, fargumento prorfus fimili ei quo utitur Newtonus) 
concludit incrementum velocitatis, quoaacquirit corpus dum 
deferibit IK, efle ad incrementum velocitatis dum del’cribitur 
DE, ut DExIK ad IK x DE, &proinde velocitatum incre¬ 
mcnta ubique in diftantiis xqtialibus else xqualia. 


At 
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At fi Tyronibus facilem voluiflet tradere demorsftrationcni, 
debuiflet Propofitionem Mechanicamcitare, eamque ad praefen* 
tcm cafum accommodare. Ec quidem plaribus verbis opus eft* 
uthoc fiat per theorema quod innuere videtur, in quo agituc 
de defcenl’u Gravium in planis inclinatis : nullum enim eft 
hie Planum datum quod redo corporum defeenfui ob- 
ftat; immo tantum abeftut corpus a piano cohibeatur, ut e con¬ 
tra a Plano feu Tangente per vim quandam continuo retrahicur. 
Proculdubio igitur manifefla magis foret ejus ratiocinii vis, fi 
demiflis Mechanics propofitionibus, rem omnem ex propriis 
principHs demonftraflet, uti fecit Newtonus. Nam refolvendo 
triang.redang. 1 ( NI in duocriangula jequianguia.eft Id ad / AT 
ut IN ad IT, adeoque locorationis IN ad / 7 'ponere potu- 
iflec jrationem KI ad IN vel ad D E. 

Si de loco quovis A in reda A C cadat corpus, deque lo¬ 
co ejus E erigatur Temper perpendiculars EG si centripetal 
proportionalis, fitque BFG tinea curva quam pundum G 
perpetuo tangit; demonftrat Newtonus velocitatem corporis 
in loco quovis E efle ut Areas curvilineae ABGE latus qua- 
dratum. Adeoque ft velocitas dicatur v, erit v z ut Area 
A EG E- & fi P fit altitudo maxima, ad quam corpus in Tra. 
jedoria revolvens, deque quovis ejus pundo ea quam ibi 
habet velocitate furfum projedum afeendere poflic: fitque 
quantitas A diftantia corporis a centro, in alio quovis orbitse 
pundo; & vis centripeta fit Temper ut ipfius A dignitas qua> 
libet, fci l. ut A ”' 1 , Velocitas corporis in omni akitudinc A 
crit ut VnP n —»A n • 

Similiter Dominus Bernoullius oftendit, fi diflantia a centro 
dicatur x, velocitas v & vis centripeta 9, efle v = Vab ~/q>x 
ubi exQuadraturis conftat efle Aream ABGE — ab —ffx. pe- 
rinde itaque eft five exprimatur quadratum velocitatis per 
Aream ABGE, five perquantitatem huic aequalem ab —fyx. 
Et fi vis centripeta 9 fit ut nA feu n x”- 1 , fit ab—P” & 


l Vide prop. 39. & 40. Principiorum, 

O 2. 


f<px 
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fax — A\ adeoque ab —fax eft ut quantitas ?*—A\ 
Defcribat corpus Curvam PK X vi centripeta rendente ad C, 
deturque circulus VXT, centro C intervalloquovis C^defcrip- 

tus. ^fit quantitas conftans, atque ~ = z. Skque/T/elemen- 

turn Curvaej IN vel D E elementum akitudinis, XT& lemen- 
tum arcus : demonftrat Newtonus Elementum arcus feu XT 

Q_* IN* CX . 

cxprimi pofle per hanc formulam ==-^ a SimiIiter 

ex prsemiftis Dominus Bernoullius,pofuo Arcu UX=z, & altitu- 
dine feu diftantia =.*, elementum arcus ad hancreducit formu¬ 


lam {a\.z~ 


a^cx 


2 2 Z 

-a C X' 


Et primo quidem af- 


V abx* — x*[<pit 
pe&u videbatur formula Newtoniana quodammodo fimplicior 
Bernoulliana, eo quod paucioribus conftat terminis ; at re di- 
Jigentius explorard, vidi Bernoullianam formulam omnino cum 
Newtoniana coincidere j nee nifi in notatione quantitatum ab 
ea differre. Nam ft pro ab — fq>x ponatur AEG E, pro a c 
ponatur 0 , & x pro A, a pro C X, & x pro IN, fit 

g*CX*IN 


a z c x 


V abx'' — X^ffx —• 
Qx CX * IN 


2 s 2 Z- 

a c x 


* AEG E 


gjAX =- 

A 1 


sz 


,_ feu ponendo s* loco —(quod facie 

aavaBge-X' . A 

Newtonus commodioris notationis gratia,) Formula Bernoulli- - 

Qj* CXx IN 
ana evadit *7,— 

A'V'abGE-z* 


unde conftat formulam illam 


non magis a Newtoniana diferepare, quam verba Latinis lire- 
ris exprefta difterunt ab iifdem verbis feriptis in, Graecis cha- 
ra&eribus. 

Poft traditam generalem formulam; defeendit Dominus 
Beraoallius ad cafum particularem, ubi vis centripeta eft red-: 

proce 
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proceut quadratum diftantias; & per varias redu&iones & 
operationes fatis moleftas, conftrudJionem oftendit Curvarum 
quas urgente ea vi centripeta defcribi poflunt, ealque ad asqua- 
tiones reducendo probat efle Sediiones Conicas. Deinde que- 
ritur Dominura Newtonum fupponere fine demonftratione 
Curvas a tali vi defcriptas efle Settiones Conicas. 

Impoflibile eft ut credat nullam Newtono notam fuifle hu¬ 
jus rei demonftrationem ; Noverit enim eum primum & (b- 
lum fuifle qui hanc omnem de vi centripeta dodbrinam geome- 
trice tracftavit, quique earn ad tantam perfedlionem perduxit, 
ut poft plures quam viginti annos, parum admodum a pras- 
ftantiftimis Geometris ei additum fit. Noverit etiam Bernoul- 
lius Newtonum, prater generalem problematis inverfi folutio- 
nem, oftendifle modum quo formari poflunt Curvas, quas vi 
centripeta decrefcente in triplicata diftantias ratione defcribun- 
tur, adeoque alterum ilium cafum ignorare non potuifie. 
Nec profedto intelligo qua ratione Bernoullius Newtono ob- 
jiciat-, eum hujus cafus demonftrationem pratermififle; cum 
ipfe non pauca fepius propofuit Theoremata, quorum demon- 
ftrationes nufquam dedit; & quidni liceat Newtono ad alia 
feftinanti hoc idem facere. Interim in nova Pr'tncipiorum 
Editione, facilior multo &magis clara, licet tribus verbis, ex¬ 
eat hujus rei demonftratio, quam eft Bernoulliana. 

Tandem Bernoullius ut neceflitatem fuas demonftrationis 
inverfi Problematis in hoc particulari cafu oftendat, haec addir. 
Confiderandum eft, inquit, quod vis quas facit ut corpus in 
Spirali Logarithmica moveatur, debet efle reciproce ut cubus 
diftantias a centro ; at non inde fequitur talibus viribus fern* 
per defcribi debere tales Curvas, cum fimiles etiam vires face- 
re poflunt ut corpus in Spirali Hyperbolica moveatur. 

Miror fane quod VirCHufpicetur Newtonum talern unquam 
duxifle confequentiam. Nam prater Spiraiem logarithmicam, 
oftendit Newtonus qua ratione alia? Curvas, numero infinite 
&diverfe, formari poflunt, quae omnes deferibantur eadem vi 
centripeta qua Spiralis Logarithmica; interque easreponi de¬ 
bet luce ipfa Spiralis Hyperbolica, ut in fequentibus oftendemus. 

Exinde 
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Kxinde autem eoncludit Newtonus Sediones tantum’Com'cas 
ncccflario defcribi debere per vim centripetam quadrato di- 
fiantiae reciproce proporcionalem.: Nempe quod Curvatura 
orbits cujufcunque ex datis velocitate, vi centripeta & pofiti- 
enc Tangentisdatur; datis autem umbelico, pundo contadus 
& pofitione tangentis, temper defcribi pofiit Sedio Conica quae 
curvaturam illam daram bafceat. Hoc ame oftenfum eft inAdis 
f luiofophicis Londinenfibus Anno 1708. in hac jgitur Sedi- 
one,, urgente iJJa vi corpus tnovebitur, & in nulla alia ; cum 
corpus de eodem loco, fecundum eandem diredionem eadem 
cum velocitate,& urgente eadem vi centripeta exiens, non poflit 
d iverfas femitas defcribere. 

Liceat jam mihiDominumBernoullium imitari, & inverfum 
de vi centripeta problems longe diverfa methodo refolvere, & 
ad cafum particularem applicare; ubi fcil. vis eft reciproce ut 
cubus diftantis, fimulque oftendere demonftrationem Cor.j. 
prop. qr. Principiorum Newtoni. 

Quod ut fiat, quajdam ex iis qua! in Adis Philofophicis 
No. 317. expofui hie prsmittenda flint. Fig. II. 

Sit VIL Curva queevis, quarn corpus urgente vi centripeta 
ad centrum C tendente deferibit : banc Curvam in duobus 
pundis infinite vicinis I &cK tangant redte IP, Kf, ad quas 
e centro demittantur perpendiculares C P, Cf ; centro item C 
deferibantur KE, ID, &ducatur Cl. 


Erit vis centripeta ut Quantitas 


PC 3 * IN 


r Quod Theorema li¬ 


cet in prsdido loco demonftravimus,ecce aliam ejus demonftca- 
tionem. Ex K ducantur Km ad CP&cKn ad Cl parallels. Et 
obsquiangula triangula 1 CP,IKN t n Km, Item que ob IKm 
& If P squiangula. Eric, 

I f vel IP : IK : : fP '. Km 

PC : IP : : Km : mn 

IN : IK : : mn : n K unde ex squo 

fiet P C x IN ■: I K* : : fP:nK;fk erit n K — 

P x f ff z 

", —r~. Prsterea tempus quo deferibitur arcus IK eft ut 
^ c * /w Area 
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Area feu triangulum ICK, vel ejusduplumPCx/Al adeo* 
que fi tempus detur erit PC* IK quantitas conftans. Dato 
autem tempore, vis centripeta eft utlineola Kn qua* fub ur- 
gente vi ilia defcribitur, adeoque vis centripeta eft ut lineoia 

ilia Kn duda in quantitatem conftantem—— -hoc eft, 

PCx/r, 

i Pp * IK 1 „ 

erit vis centripeta ut ^ ~ leu ut quantitas 

Pp 

-. Quod erat demonftrandum. 

i? Cx IN 

Velocitas corporis in quovis loco eft ur via in minimo 
quovis tempore percurfa direde & ut tempus iliud inverse ; 

i 


adeoque & ut 1K * 


;, hoc eft, velocitas erit recipro- 


PCxlK' 

ce..ut Perpendicularis e centra in Tangentem. 

Si diftantia corporis a centra dicatur x, & Perpendicularis 

in tangentem p, erit IN—x & Pp —p & vis centripeta exponi 

f* P 

poteft per quantitatem —aflumendo quantitatem quamlibec 

f * 

pro/ 4 . 

Adeoque ft cum Domino Bernoulli© vim centripetam nomi- 
f*P f*P 

nemus erit-p =<p & -f = x<p; & capiendo harum quan- 
p' x p\ 

/ 4 

titatum fluentes erit — = Fluenti quantitatis x <p 

At cum velocitas corporis fit reciproce ut perpendicularis 

/ 4 

p t cjus quadratum exponi poteft per Siitaque Velocitas 

/ 4 

dicatur v, erit v x ~~ — Fluenti quantitatis x<p. Quod fi 

A fit locus de quo cadere debet corpus ut acqukat iaJD vel / 

veloci- 
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velocicatem v, deque loco corporis D erigatur perpendicular^ 
£>/? —<p eric re&angulum D E* D F — x <p. Sic jam BFG li- 
nea curva cujus ordinatae exponant vires centripetas, feu 
quantitates <p. Fluens quancitatis xq> eric Area curvilinea 
f 4 

A BFD = v'~ = —, adeoque eric v ut Arex ABFD latus 

quadratum. Quod fi velocitas ea fit qux ab infinica diftantia 
cadendo acquiritur, erit v l feu fluens ipfius xfp x quale arex 
0 D FO indefinite protenfe. 

Hinc Temper dabitur quancitas p in cerminis finitis, quando 
Area ilia curvilinea terminis finicis exponi poteft. Sic, verbi 
gracia, vis centripeta reciproce ut diftantix dignitas m, lioc 

eft, f\tx<p —Si velocitas corporis fit ea qux acquiritur 


JT f + 

cadendo abinfinitadiftantia, erit ~ ---—— & in 

m-ly.x m ~ l 2 P 

hifee omnibus cafibus Area indefinite protenfa eft quantitas 
finita. Poteft autem corpus in crajedtoria revolvi velocitate 
cujus quadratum vel majus fieri poteft, vel minus quantitate 

J 7 f 4 

---, vel huic xquale. Adeoque eric v z = — = 

m- ixr*" 1 J 20 s 


_ £. — jv 

m-Jx m ~ l 

Hinc urgentibus bis viribus, tria Curvarum genera defcribi 
poflunt 3 prout e z eft quantitas pofitiva vel negativa vel 
nulla. 


KG. Si Velocitas major fit ea qux acquiritur ab infmita 

g 

diftantia cadendo, fit—=-—+ e z : fi velocitas fit minor 

2 p l m-\x m ~‘ 


- /* _ 

erit — 


xp m-ix 


f4 n 

fi xqualis, erit — = —-- 

%p m—\ x ml 


Sic 
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Sit ~ / 4 ^a s e i 8 t “7 x g = £ 2 <? 2 . Et fi vclockas corporis 

fit ea quce abinfinito cadcndo acquiritur, crit f 


a" x 


a x*tr:l 


ieu p- 


At fi velocitas major fit aut minor hac velocitatc, fiet uti 


oftenfum eft 


r 


pro r/ 4 & 


xp z m —i x' 

g 


d~ 2 
■ _ e 


ZT,g±e t x—' 


. Unde 


x 


ponendo earum vaiores ar e L & b z c% erit 

m —i 

fli‘ - feu - = & fiet f = 

*A if. „rn-l f 


a z x m ~ x 


b z *+" x m ~“ 

Adeoque fi Vis centripeta fit reciproce ut cubus diftantiar. 


a 1 x z 


hoc Cft, fi fit = 3 & tn — i — i. Erit f -—, vei p l 

O 


a z x x 


a z x z 


, vel denique p 1 = --r 

b'+x' b z — x" 

In primocafu conftat Curvam efle Spiralem Logarithmicam; 


a x 


nara fit p = —, & b: a :: x i p, adeoque ob conftantem ra- 
b 

tionem b ad a, erit angulus C IP ubique conftans. 


Ponamus jam efle p z — 


2 , 2 
ax 


& ex hac fuppoficione tres 


b z \- X 1 

oriuntur diverfa: Ciuvarum fpecies, prout a major eft quarn h, 
aut et requalis, aut minor. Fig. III. 

Et primo fit a major quam b. Centro C & ad diftantiam 
quamvis datam deferibatur circulus HTX> cui redte C K, Cl 
produ&eoccurrant inT&X. Et cQ.IN z : X fra IP*: PC 

P & itu 



( loo ) 


& ita Ci* — P C*': PC 1 :: at 1 —f : f :: x z - rr - ;—- 

&! + x z 

£ x z £ * z 

• ■ • • i .. .— • — i \ b z 4* a? 1 *“4* ; 4*, Qua* 

_ - i # 4 X 

re erit v'at 1 -t-b 1 — a z : a : s / N : K M • x : r=========== 

4* 

=KM. Et quoniam eft a major quam b, erit b z —- a z quanritas 

d X 

negativa. Sic ilia — c z , unde fit KH = yv, ^- =, Dicatur radius 


* b - ’ - 

circuli //r h, & eft CA': KM:: CT : rj hoc ell *: 

: : A : — v=?= == “ TX ~ y,fi arcus £/Tvoce- 


v r * z — c\ x V x z _ c z 

cetur jr* 


Sit at — — unde * — 


c z z. „ X 


r4 — r* 


& — =-* Item erit ^— e z 


— x c z — z l : unde V' V — c z = 


<j c x — z z : quibus valoribus fubftitutis, erit 


xVx z ~-c z 


T. . ■=rr== g- Sit 4 : t: : » : I. hoc eft, fit 4 =/;*,& fict JT 7 feu 

c \t c~ — Z V 

nh'%, v ■*£» , ** , , 

y~--p?=i- Eft vero - p a -^ ad ;;- t — ut»£ad 

c; hoc eft in ratione data: adeoque eorumfluentes, fi fimulin 
eipiunt, erunnn eadem ratione, hoc eft eric HI feujf ad flu?. 

entem quantitatis =.====• ut n b a dr. 

» C 9 ZJ 1 

Quod fi centro C radio QF~ rdeferibatur circulus^Z,& C G 
fit—x. fkno—z,, fiet arcus «*»=r —~L — = fluxioni arcus 

W’ — x» 

Sjn, quando fluxio eft quantitas poficiva: fed quando eft nega¬ 
tiva 
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tiva, ejus fluetts eft arcus Vm prioris complementum. Arcus 
enim ejufque complementum eandem habent quantitatem 
fluxionem denotanjiem, diverfis tantum fignis aftedam ; quia 
crefcente unodecrefcit alter. 

Hinc eft IIT ad Vmutnh ad a led eft cy ad C H ut V e .* 

h*V e h x Ve 

UT, hoc eft c : h aVe : --- — HT, quareerit —-—: 

c c 

Vm : : n h : c , undeP>: Vm : : n : I. 

Praeccrea ex natura circuli erit C 6 : C V : : C V ~ CT, 

•quando mT circulum tangit : hoc eft eric z : c :: c :— = 

z 

Ct—x. Hinc ficapiatur angulus VCe ad angulum VC muz h 
ad i, & producarur Ct ad K uc fit CK — fecanti CT, erit 
K pundum in CurvA quxfitft. 

Hie obiter notandum eft, fi n fit mimcrus.hoc eft.il fit a ad c 
yel a ad V a — b z uc numerus ad numerum, Curva VI fiet 
Algebraica: nam in hoc cafu relatio m G ad finum anguli VCt 
sequatione definitur,& inde habebitur relatio finus anguli PC t 
ad CT'vei C K perxquationem determinatam, & inde demum 
dabitur aequatio quae exprimet relationem inter ordinatam & 
interceptam a pundo c incipientem. Harum Curvarum ordi- 
nes & gradus in Scala xquationum Algebraica diverfi crunt 
pro magnitudine numeri n. In his omnibus Curvis fic dc- 
feriptis Afympoti pofitio hac ratione determinatur: Fiat angu¬ 
lus VC L ad redum angulum uc n ad i. In eo angulo diftan- 
tia corporis a centro evadit infinita. Jam quad, perpendicu- 

a* x* 

laris in Tangentem PC —-—-—, ubi x eft infinita, fit PC'^ 

b* -r x x 

—-,feu PC = a. Ducatur itaque CR ad CL perpendicula- 

ris & xqualis redar 4,& ft per R ducatur R S redae CL parallela, 
hxcCurvam tanget ad infinitam diftantiam, feu erit Curva: 
Afymptotos. 

Si corpus in quavis harum Curvarum defeendendo, ad Ap- 
fidem imam pervenerit; Hinc rurfus afeendet in infinitum. 

Pi & 
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& aliam Curvam priori fimilem, fcu potius ejufdem Carvae fi- 
niilem portionem, afcendendo defcribec. 

Cuivse hx pofiimc pluribus revolucionibus circa centrum 
torqueri, priufquam ad Afymptoton convergere incipianc, & 
mot us angularis te&xCK erit sequalis totidem re&isquoc nu- 
merus n conftat Unitatibus. v. g. fi n fit ico, perficientur vir 
ginci quinque integrje revolutiones priufquam diftantia a centra 
evadat infinita. 

& 

Audio nuniero n, eadem manente a, minuitur c : eft enim— 

n 

& — — c* = a z — b' y unde fiet ri* — i = Etpro- 

inde fiet a h :: n % : »* — i; adeoque ft b* ad acqualitatem 
accedat ipfius a *, perveniet quoque w 1 — i ad rationem arqualita- 
tis cum n\ & proinde augebitur n & in eadem ratione minue- 
tur c. Ponatur itaque efle b' fere aequale ipfi 4* ; adeo ut cum 
differentia fit infinite parva, fiat n numerus infinite magnus, & 
radius circuli c fiet infinite parvus/eu circulusin fuum centrum 
contrahetur. Ac fic evanefcente c, non pariter evanefcit CT t 
fi angulus/^C Affit propcmodum re&us: nam in omni circulo, 
etiam minimo, fccans anguli redi eft quantitas infinita. Curva 
itaque hxc, ob n numerum infinitum, infinitis numero revoluci¬ 
onibus centrum ambibit, priufquam ad Afymptoton convergere 
incipiet, 

Evanefcente autem c fit b— a &p — r ■ -» Et quoni-. 

V x 4 - 4 * 

am in omni cafu eft _y —-——, evanefcente c fiet y — 

xVx -ftf 

—unde capiendo Fluentes fiety — — feu xy=ba =■ data 

X~ x 

quantitati. Fig. IV. 

Hrec Curva eft Spiralis Hyperbolica, quae pliires habet no¬ 
taries proprietates. Si ducatur radius quiiibec C /TCurvaeoc- 
currens in /, & peripheriae.circuli in T, & ex C ad C/excitetur 

perpen -, 



C 'OJ 1 

perpendicular is C T t atque If tangat Curvam in /, & redar 
CT occurrac in 7Y er vcCf conftans reda, aequalis■ fcil. arcui 
FE ; qua proprietate Logarithmicam azmulatur, cum C T Cur- 
vas Subtangens dici pofiit- Sit enim Radius citcuMC E==h, ar¬ 
cus FE~a ,dicatur Cl x 8c FT fity. Quia eft ha = x*y erit 

— = v = y, Porro eft CT : Cl i'-.ZX : K 

x x 

hoc eft^ : x :: —— : tfK : quse proinde eft —. Et quoniam 

X X' 

eft Cf. hoc eft*: — :;x: CfctitCT-a. 

.X- 

Si centro C, intervallo quovis C G, defcribatur circuit arcus 
G F, hie arcus inter redam C V & curvam interceptus erit Tem¬ 
per aequalis conftanti redae C t vel a. Nam quoniam eft FL * 
CF—CF*FE> erit FL : FE : : CF : CF :: FL : G F 
unde aequantur FE & GF. Si- ad CG ex C excitetur 
normalis C R — FE vel FG vel a 9 8c per R agatur RS reda: 
C F parallela, erit R S Curvas Afymptotos. Nam eft reda MS 
aequalis arcui G F, Sc proinde FS diftantia Curvas ab R S eft 
femper aequalis exceflui quo arcus fuperat fuum finum: at cum 
diftantia crefcat in infinitum,excelfus ille minuetur in infinitum, 
& fict tandem data quavis reda minor, & proinde R S erit 
Curvx Afymptotosv 

Sit jam£ major quam a ; & fimiliter, ut inpriore cafu, in- 

, TkT aK . 

venietur K N — ^===^== = == : at quoniam b fuperat a, erit c 1 


= b r ~ £ quantitas pofitiva, & K Nfiet— —s=-—- & ponendo 

c x 

h & /y 

radium circuit HT-=zh t invenietur AT T~ — 7==s==r. Pona- 

xVx -re 


tur x = —, & erit x ; 
z 






. & — =-Erit quoque x 1 — 

X x> 

d-W* c z 

--- := — * e nr z % : unde 





( io 4 ) 


V x 1 + c 1 -—' x V'f' "T-S* 

z 

b a x h Ax, 


His icaque valoribuS (ubftirutis Ik 


■x v* x" ~}~ c 2 c V c * -b x* 

tkim arcus £?T, ut fimul cum Fluente quantitatis 


—jf. Nam tale (trim poteft ini- 

hAX, 


crefcat & decrefcar. Fiat nc ^= a &erit 


ithr. 


rVc 1 -f a* 


V + x 




3 —~*L 
^P~~\-z' i 

Eft autem 


; by = fe&ori C XT. 

\nhk JJ?A. 
VsWz z 


v*/ +X* 

data ratione. Adeoque eritfe&or cxr ad ^ 


: : » h* : r’, hoc eft M 

IS-*. 

fem- 


per in data ratione. Harum itaque quantitatum fluentes 
erunt in eadem ratione, cum fimul incipere ponantur. Flu- 
ens autem fc&oris C ATeftfedor CVT, & fluens quantitatis 

Z 

■—=====: eft fecftor Hyperbola, quod fic oftenditur. Fig. V. 
V c l z “ 

Centro C (emiaxe tranfverfb cy— rdefcribatur Hyperbola 
arquilatera, & ex duobus puntftis vicinis D & F ordinentur 
ad axem conjugatum recftae D B, E F; duCantur item C D, CF. 
Et incrementum feufluxio trianguli BCD aequale eric BE* 
B D — fetftore D C F: unde fetftor D CF (qui eft Fluxio (etftoris 
CFD) aequalis erit B E xB D — increment© trianguli BC D, 
Et fi B Cdicatur z, ob Hy perbo lam, eft B D 1 = B C* f- CF 1 
~ s? 4- c 1 : unde BD — sfc* 4 & > & BE xBD—z * Vc -f* £ a . 
Triangulum autem B C D eft \z * v'e 2 +*% cujus fluxio eft 

f i * -f Subtrahatur haecquantitas ab 

l/c % 

z * VS 4 x 2 ,'& reftabit fetftor Hyperbolas minimus CP/' 



( i <>5 > 


-- ***** 


JSJ xf* 4 **• *4 ir»X x': 


&g* * 

^ c 1 4 “ **■ 

quantitatis 


Adeoque fluens te&oris C DF e& acqualis flucnti 


7 C' Z, 


Vf -+• * 


s. Proinde erit fe&or CVD fluens quan- 


\ e x r. 


titatis Practcrea DT redta tangatHy perbolam 

& occurrat Axi conjugato in T. Eft ex natura Hyperbolas B C : 

f l 

CV :: CV : CT f hoc eft z-z ,~c s: c :— — CT‘-=zx- At* 

z 

que hinc oritur conftru&io quae fequitun Fig. VT, 

Centro C femiaxe tranfverfo C^defcribatur Hyperbola acqui- 
latera Vnt, item circulus Vi. Capiatur (edtor circularis CVe ad 
(etftorem Hyperbolicam c Vm ut n ad i; tangat Hyperbolam 
in m re<fta Tm, occurrensAxi conjugato in T: producatur C e ad 
k ut fit Ck~CT r & putuftum k eritin Curva quxfid. Nempe 
talis eft ea Curva, ut fi c k dicatur x, Perpendicularis a C 


in tangentem ejus demifia erit Temper sequalis 


V b x 4 “ x 


Quando x eft infinita evanefcit b l t & perpendicularis fit = a, & 
tunc coincidit C R cum CV. Si itaque capiatur in axe conjugato 
CR — 4, & ducatur RS ipfi C f'parallela.erit base Curvac Afymp- 
rotos. 


Si eo ulque augeatut 4 utfiat quantitas 6 2 — 4* infinite pan®, 

_ « . h a ic „ h a x 

tunc evanefeet c , & quantitas—fit -—4 = }• Unde 


x V 'x 


* u 


ficapiantur barum quantitatum fluentes,habebimus * —y, & h a 


r=z xy, hoc eft redangulum fub arcu circular! 8c diftantia Cur- 
vac a centro erit temper data quantitas.; atque hac rarionemi* 
grabit curva in fpiralem Hyperbolicam. Eft itaque fpiral is By- 
perbolica Curva mediafeu quafi limes,inter eas Cu rvas quaecon- 
ftruuntur per fe<ftores circulares & eas quae conftruuntur per 
Te^otes Hyperbolicos. Itaque fpiralis ilia Hyperbolica cenci- 



( 10 6 ) 

*pi poteft formari velper fedtoremGirculi autElli'pfis, vcl per 
fe&orem Hyperbolae, cujus Axis tranlverfusminukur in infini¬ 
tum, & in eadem ratione augetur numerus n. 

Ad eufti jam devenimus cafum ubi velocitas corporis minor 
-eft ea quae acquiricur cadendo ab infinita diftantia, & ubi p*= 
a 2 x l 

-—-—Et hie fimili ratiocinio ac in prioucafu, invenie- 
b* — 

d x 

tur KN : = ==r , ubinecefleeft ut fit b 1 majus quam 

4 \ Hinc ft b 2 — a 2 dicatur<r% fit K N= — y 4 * ■ —■ ; & proindc 

Vf — x L * 

n d x 

XTk 

xVc — x *■ 


c . . _ o c * £ b ai ha x. „ 

Sit jam x r, & fiet — =-feu = — & 

Z K Z X z, 

c z 

— x z «rit = — x — c 2 , quibus valoribus fubftitutis fit 

z* 

— ha£ __ ha'x . 

ir — — t--7 •= — y. Nam tale ponendum eft 

cVz* — C L xVXt — c 2 r 

initium arcus V X, ut fimul cum fluente quantitatis 
b az ... . -lb 2 ax. 


c V z L 


~ incipiatundeerit 

* z cVz 2 ‘ 

\nV£ 


I by — fedori 




CXT ~ -ponendo nc — a. Eft vero ~ ==== = 

Vz 2 - — c * ✓ 

\c 2 z , , 

^=~==;ut » b 2 ad r l , hoc eft in ratione conftanti. Qua- 


ad 


re harum quantitatum Fluentes flint in eadem ratione, hoc eft 


Fluensquantitatis i by feu 


i# h 1 


* r * 

sc z 


Vc 2 


■ z 


= erit ad fluentem quanti- 


catis ^ ut n h 2 ad c\ Eft autern fluens quantitatis 





eft fe<fto£ 


< «or) 

'-bj— foftori CyX, & Flaens quanciratis - eft feflot 

Hyperbolae, quod fic oftenditur. pig. VII. 

Centro C femiaxe tranfverfo CVz= c defcribatur Hyperbola 
sequilatera, & ex duobus pun<3is infinite vicinis B & D ad 
axem ordinentur duae rei^ae B E, DF-, ducantur item CB, 
CD. Eterit Fluxiofeuincrementumtrianguli QBE — trian- 
gulo CBD -ir BE x EFi unde triangulum CBD, feu fetfor 
minimus C B D, eric = incremento tr ianguli C B E — BE x 
EF• Dieatur CE z, -5r erit BE —— c z ,& B E x e_F 
— a VV— e\ Eft quoque triangulum C B E — iz VzFZF, 

cujus Fluxio eft 4 i * VzF = l i + • 5 a quo ft lubtra- 

hatur quantitas z *Vz L — c\ fit fe&or minimus CBD — 

4 as x z* . . -- T \ixz? — \z.x £ -7 _ 

■>==- -\**Vz' — e l — -- 

^ z, - — C * *J Z> — f 

aairr- : undeconftat fedtorcm CJS £ efle fluentem quan- 

titatis — 2 —== . Praeterea fi B t tangens Hyperbolam AxS 
V z z — c 

tranlverio occurrat in T, ex natura Hyperbolae fit CE: CV :: 

* c z 

CV : cT, hoc eft z : c .*.* e : — =CT — x* Fig. VIII. 

z, 

Hinc dcducimus fequentem conftrinftionem. Centro C, 
femiaxe tranfverfo CV — c, defcribatur Hyperbola squilate- 
ra VB, Sc circulus Ce G ex centre C. Ad hyperbolam du- 
catur re<fta CB, & hyperbola? Tangens B T axi tranfverfo oc¬ 
currat in T. Capiatur circuli fedtor CV e, qui fic ad fedtorem 
Hyperbolicum CVBnt n ad i. In C t capiatur C K = C T, & 
erit K pundtum in Curva qusefita, cujus perpendiculum e cen- 
tro C adTangentem in K demiflum, fi C K dieatur eft arqualc 


Et 



( io8 ) 

Et in hac Cum, urgente vi centripeta quae fit reciproce ut 
cubus diftantia?, movebitur corpus, fi fecundum dire&ionem 
Tangentis cum jufta velocitate exeat. Qualis autem debec efle 
vclocitas quae faciat uc corpus harum Curvarum quamvis de- 
fcribat, fic invenietur. 

Cum velocitas qua corpus in trajedoria quacunque 
movetur Tic reciproce ut quantitas p, aflumendo conftantem 

4 

quamvis a , ea temper exponi poteft per-—. Et fi ad Axem C F 

ordinentur redasquae fiflt reciproce ut cubi diftantiarum a 
centro, teu ut vires centripetal, & hac ratione formetur Figura 
curvilinea, ejus Area indefinite extenfa temper exponi poteft 

b z 

per -7, ut ex Quadraturis conftat. At Area ilia eft ut quadra- 

A* 

turn velocitatis quae acquiritur ab infinita diftantia cadendo, 

b 

adeoque velocitas hoc cate acquifita erit uc—. Flinc fi velo- 

x 

citas illa dicatur y, & velocitas qua corpus in Trajedoria mo¬ 
vetur dicatur v, talefque aflumantur quantitates a & b, ut in 

h 4 

unaaliqua a centro diftantia fit y : v :: — : —, eritubique 

xp 

, ha ax 

m omnibus dillantiis 1 v :: — ; —• :: p : -. Unde fi 

x p b 


ax 

1 — v, tnt p~ —, 
b 


&Curva hac velocitate deteripta erit Spi¬ 


ralis Nautica 5 vel Circulus exiftente p — x 8 c a ~ b. 


Siy fit major quam v, tuncp major erit quam 



eritque 


ilia, ucex prscedentibus conftat* = — p~= r. Curva autem 

v b — 

conftruetur per tedorem Hyperbolicum, ut in ultimo cafii 
oflentem fine, ubi diftantia corporis a centro per concurfum 
Tangentis Hyperbolae cum Axe. tranfverfo determinatur. Si 

1 



( top ) 

y fit minor quam at in tantilla- ratione ut manent b major 
quam a, Curva formabitur per eundem fedtorem hyperbolicum. 
At diftantia corporis a, centro defumitut ex concurfuTangen- 
tis cum Axe conjugate.' 

Si fit y : v :: p : x, erit in eo cafu a ~ b, & Curva evad it 

4 X 

Spiralis Hyperbolica, libi eft p = -=======-. Hincfi de loco 

i<V 4 {XT 

quovis projiciatur corpus fecundum datam redtam, cum ea 
velocitare quar fit ad velocitatem ab infinito cadendo acquifi- 
tam, ut diftantia corporis a centroad perpend icularem e cen- 
tro ad lineam diredtionis demiflam, movebitur illud corpus 
in Spirali Hyperbolica. Si denique fit v tanto major quam y, 
ut fit etiam a major quam b, Curva conftruetur per Sedtores 
Circulates. Atque hac ratione data velocitate femper determi- 
nari poffit relatio quantitatum a & b, ac proinde Curva defcri- 
bctur in qua corpus cum ilia velocitate movebitur: & viciflim 
data Curva, feu datisquantitatibus4& b, invenietur veloci- 
tas qua Curva ilia deicribitur. 

Omnium Gurvarum Arejeffi circulum excipias^quaz urgente 
bac vi c^ntripeta defcribi poflunt, funt perfedte quadrabiles. 

a x 

Nam primo, in fpirali Logarithmica, quia eft , erit 

Klf = ■„ a .;!Lr~ — —, ponendo b z — a 2 - = c*: vid. Fig. II. 
V^-r 4 , c 

d x X ” 

adeoqueerit triangulum C KI~ ~ -* ciijus Fluens eft 


a x 


Are* Curves.’ 


4 * 


ax 


Si p fit & a major quam b, oftenfum oft efte K N 

*/b -\- x 


Ax 


lAXx 




unde K AT C/= ^ cujus Fluens eft 


~ a* i /xl—cl= Areas Curves. At ft a minor fit quam£, fit Ktf— 

Q^l A X 



i no > 


Ape 


r 

A PC M 

=, Cf= ^j==~ , cujtis Fluens eft |> 

vCv 4 4r*_ gz= Are# Curvaa Ponaturx—o,& fiec ~ac — 
Jj^= o, unde£ = j a c, 8? Area Curyae fit = i a W + r*— 

3 4 C- 

In Spirali Hyperbolica evanefcit qpantitas r, & Area Curves 
fit k ax. 


AX ^ ^ _ 4 JC 

Sip fit = ~p ~ — oftenfumeftefie KN ~ - p =? , un* 

1 Vb z — x Ve?--x z 

de 3 C/,x K N= ~^=S=y cuius fluens eft < 3 L— s ast c 1 — x\ 
v c‘ — x % 

— Areas. Fiat # = o, & eric (fi— 3 4 r = o, feu ^==j_££_; 
unde eric Area Curvae femper aequalis - ac — 7 a Vc z — x\ 
Fiat c z — x z —o (eu c — x, & Area curvae fit ~ ac. Unde 
fi ininum Areas non capiatur ab initio ipfius x, feu ubi * eft 

— o,fed ubi-tf == <\ eft maxima, hoc eft fi Ar ea ab V i ncipiaty 
Quid. Fig. VII.,) erit Area femper asqualis ~ 4 vV— x z < 

De Areisquas defcribunt corpora radiis ad centrum dueftis, 
urgente vi centripeta quas fit reciproce ut diftantiarum cubi, 
fequentia adnotavit Collega meus peritiflimus Geometrias 
Profefior Halleiu r, Nempe fi corpora diverfos circulos vel di* 
verfas Spirales Hyperbolicas hac lege defcribunt; erunt areas 
fe&orum, tam in-Circulis quam in.Spiralibus illis omnibus* 
sequalibus temporibus deferiptas, femper asquales: Nam veloci- 
rates corporum in circuJis motorum fecundum hanc legem, de- 
bent efld radiis feudiftantijs reciproce proportionates, adecfque 
arcus fimul percurfi erunt quoque in eadem radiorum reci¬ 
procal ratione, unde ftatim patebit fe&ores fimul deferiptos 
efle asquales. 

In.reliquis omnibus Cucvis cum fit velocitas ad velocitarea. 

a 

corporis in eadem diftanria.in circulo moti ut -—x *ad p,(yidc 

b 


ig. Ill,) feu Ut —X 
x 


IK ad KN}i nterea dum corpus inTraje&o- 


ria 



( lit ) 

ria-percurrit IineolamYA’, corpus aliud in circuloineadem di* 
ftantia motum percurret arcum — * KN ; & Area fedtoris 

b 

Circuit& Trajedtorias fimul deferipta:erunt— * RN * ~CtT 

ft 

& K N* ~ CN, quae dua: Areas funt in ratione data, fcil. ut £ ad 
a. Adeoque ubi eft a — b, uti fit in Spirali Hyperbolica, 
Area fic deferipta erit Temper xqualis Area: fedtoriscircularis in 
aequali tempore defcriptae. 
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III. Rules for correcting the ufual Methods of computing Amounts 
and prefent Falues, by Compound as mil as Simple Inter eft ; and 
of fluting Interefi Accounts. Offer*d to Confederation, by 

Thomas Watkins, Gent. F. R. S. 


I.- Of Compound Intereft. 


T HE Suppofitionr whereon the MethoS of computing 
by Compound Intereft is founded 5 viz. That all In» 
tereft Money, Rents, &c. are or may be conftantly receiv’d, 
and put out again at Intereft, the Moment they become due, 
without any Charge, or Trouble, being impracticable; there¬ 
fore all Computations by this Method f except of FeerSimpIes 
or other Perpetuities) muft needs be erroneous.' Thus For 
inftance, the Amount of a Sum of Money, or Annuity, for 
want of Deductions out of the Profits, for the unavoidable 
Trouble* Charge, and Delay in the Management, will be too 
great; and for the fame reafon, the prefent value of a Sum 
of Money payable in any time to come, will be too little; alfo 
the prefent value of an Annuity (being only theA mount of 
the difference between the Annuity, and Intereft-of the laid, 
prefent valued will be too much. But in long terms of Year*,; 
as that difference becomes lefs jib does the Erron as the term is 

greatf 





